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Die Bestimmung der Terme iquivalenter Elektronen bei LS-Kopplung

Heinz KLEINDIENST
Institut fiir Physikalische Chemie der Universitat Diisseldorf

(Z. Naturforsch. 27 a, 1216—1221 [1972] ; eingegangen am 22. April 1972)
Determination of Terms for LS-coupled Equivalent Electrons
In this paper a simple method for the determination of all antisymmetric terms allowed accord-

ing to Pauli principle is presented. Using group theory it allows to evaluate the terms for all
electronic configurations of the type 7 with [ < 3.

1. Die Schrodinger-Gleichung

Bei Vernachlassigung der Kernbewegung lautet
die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung fiir ein
Atom mit N Elektronen

HY =EV (1)
mit
Rt N Nze 1 % e,
m =1 k=1 Tk i,k Tik
ik

Die Losungen (Spin-Bahn-Funktionen) von (1)
ergeben sich im Falle von LS-Kopplung als Produkte
aus einem ortsabhingigen und einem spinabhéngi-
gen Teil zu

¥ (r,0) =y(r) y(0),

wobei r fiir die Gesamtheit der Ortsvariablen und
o fiir die der Spinvariablen steht. Da H die Spin-
variablen nicht enthalt, sind durch Gl. (1) nur die
Ortsfunktionen vy (r) bestimmt. Die Spinfunktionen
7(0) ergeben sich durch die Folgerungen aus dem
Stern-Gerlach-Versuch (s. Abschnitt 3).

Sonderdruckanforderungen an Dr. HEINZ KLEINDIENST, In-
stitut fiir Physikalische Chemie der Universitit Diisseldorf,
D-4000 Diisseldorf, Gelande d. Fa. Henkel, Gebédude Z 10,
Bonner Strafle.

Zur Klassifizierung der Eigenfunktionen von H
werden sowohl die Symmetrieeigenschaften der
Bahn- wie die der Spinfunktionen benétigt, denn
nach dem Pauli-Prinzip sind nur solche Lésungen
zuldssig, die bei gleichzeitiger Vertauschung von
Orts- und Spinvariablen zweier Teilchen antisym-
metrisch sind. Die gruppentheoretische Charakteri-
sierung der Eigenfunktionen von H erfolgt nun in
der Weise, dall man zunichst die Untersuchungen
fiir die Orts- bzw. Spinfunktionen getrennt durch-
fiihrt und nachtréglich das Pauli-Prinzip beriicksich-
tigt.

2. Symmetrieeigenschaften der Ortsfunktionen

Zur Klassifizierung der spinfreien Eigenfunktio-
nen von H dienen die IR’s (irreduzible Darstellun-
gen) der Symmetriegruppe

G[[ = 03+ X Sj\'

des Operators H. Dabei bedeuten O;* die dreidimen-
sionale Drehgruppe, Sy die Permutationsgruppe von
N Elementen und O3 x Sy das direkte Produkt aus
beiden.

* Beziiglich der Bezeichnungen vgl. !; beziiglich der Festle-
gung des Definitionsbereiches Dy von H siehe 2.
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Jede IR I';;®) des direkten Produktes Gy = 03*
x Sy 1aBt sich darstellen als

I'y®=D;x [1];, (2)

wobei D; eine IR der O3* und [1]; eine IR der Sy
ist. Definitionsgemal gilt fiir den Bahndrehimpuls L

L=dimD;=2i+1. (3)

Somit 1aBt sich jede IR eindeutig durch L und durch
das zugehorige Youngsche Tableau [1]; charakteri-
sieren. Wegen (2) 148t sich jede Darstellung von Gy
in ausreduzierter Form schreiben als

Ir'o_5T;®=3D;x[1];,

wobei D; eine in I'®) vorkommende IR der O3* und
[2]; eine in I'® yorkommende IR der Sy ist; wenn
man I'®) einmal als Darstellung von O;* und das
andere Mal als Darstellung von Sy auffaflt. Aber
nicht jedes mogliche direkte Produkt D;x [1]; aus
einer in I'™ enthaltenen IR D; von O;* und einer
in I'® enthaltenen IR [4]; von Sy kommt tatsich-
lich als IR beziiglich O;* x Sy in I'®) vor. Vielmehr
besteht das Problem gerade darin, die entsprechen-
den Paare (D;, [1];) anzugeben, so da}

I'yi® =D;x [1];

eine in I'") enthaltene IR ist.

Die Bestimmung der IR’s von Gy erfolgt nun in
der Weise, dall man zunichst von einer Obergruppe
von Gy , ndmlich der Symmetriegruppe

Gg,=03"x...x 03" xSy
ol BB AN
N Faktoren

eines Operators H ausgeht und dann die Zerlegung
der Darstellungen von Gp, in IR’s beziiglich der
Gruppe Gp=Gp, vornimmt. Die erwdhnten Opera-
toren H, und H, erhélt man durch Zerlegung des
Hamilton-Operators H in zwei Bestandteile, ndmlich

H=Hy+ H;
mit
Rt N N
H0=—’2‘; kzzl Ak—e kzz:l V(Tk)
und
N 1z 1 Y e
Hy=~— ’zl( . —GV(fk)>+ 5 2; r—

N

wobei das sogen. Abschirmpotential >, ¥ (r;) so ge-
k=1

wihlt sei, da die durch das Coulomb-Potential be-
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wirkte zuféllige Entartung aufgehoben wird.

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen von Hj las-
sen sich durch Separation direkt bestimmen. Jeder
zu dem Eigenwert E%), .1, gehorende oder damit
dquivalent durch die zugehérige Elektronenkonfigu-
ration

N N

1_11("':' L), .ZIPi:-N (4)
1= =

charakterisierte Zustand y© =’l’(n(i)llmx~--ﬂ~l~m~ er-
gibt sich somit als Produkt von Einelektronenfunk-
tionen zu

'/}(0) (r) = I_I WYnilimy @). (5)

Dabei sind die Y, 1,m; (mi= —1;,..
der Einelektronengleichung

h2

zum (2[;+1)-fachen entarteten Eigenwert ¢,,;, und
lassen sich darstellen als

Ynilym; (l) = Rni A (ri) Ylim,- (ﬂi’ 99;) (6)

(R 5,1, Radialanteil, Y,,,, Kugelfunktion).

Die zur Elektronenkonfiguration (4) gehérenden
Eigenfunktionen 1© bilden wegen der > (21;+1)-
fachen Entartung des Eigenwertes E® = > ¢ ,,;, eine
> (21;+1)-dimensionale Basis einer beziiglich Gy,
IR I''®). Diese Darstellung erweist sich aber beziig-
lich der Gruppe Gy= 03" xSy fiir N>1 als redu-
zibel, und deren irreduziblen Bestandteile liefern
gerade die gesuchten IR’s I";(®).

Wie in Abschnitt 4 gezeigt wird, geniigt es, sich
auf solche Elektronenkonfigurationen zu beschrén-
ken, die aulerhalb geschlossener Schalen nur dqui-
valente Elektronen enthalten, d.h. von der Form
[R] (nl)" sind, wobei [R] zur Abkiirzung fiir die
geschlossenen Schalen steht. Fiir das Periodensystem
kommen nur Konfigurationen mit 1<n <7,
0 <1< 3 in Frage. Da geschlossene Schalen stets
rotationssymmetrisch sind und die Symmetrieeigen-
schaften der @ wegen (7) nicht von den Haupt-
quantenzahlen n;,...,ny abhingen, kann eine
Elektronenkonfiguration mit r aquivalenten Elek-
tronen kurz als I” charakterisiert werden. Fiir [=1
spricht man von p’, fiir /=2 von d”" und fiir [=3
von " Konfigurationen. Da die Konfiguration I
mit 2(20+1) Elektronen abgeschlossen ist, ist
r<2(2l+1). Es geniigt aber, sich sogar auf
r < 2141, d. h. auf hochstens halbgefiillte Schalen
zu beschrinken, da I" und 2@?+1 -7 djeselben Terme
liefern.

.»1;) Losungen

Ai—eV(Ti))’P=5mlHP
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Nach (5) liefert jede Elektronenkonfiguration I
eine (21+1)"-dim. Darstellung I'™@ der Gruppe
Gy, , wobei die
A0

Ym,...m, =1,U,,,l(1)...'l,Um,(r), mi=—1,...,1 (7)

als Basis fiir I'™ dienen. Die Zerlegung von I'®)
in IR’s beziiglich Gy erfolgt iiber die IR’s 2!+1[1];
der Gruppe SU(21+1), wobei SU(n) die Gruppe
der unimodularen n, n-Matrizen ist. Fa}t man nam-
lich die Einelektronenfunktion v; auf als Vektor in
einem (21+1)-dim. Vektorraum iiber den kom-
plexen Zahlen, der durch die Basisvektoren

WI,Mv(mv= —li"'!l)

aufgespannt ist, so ist I'® nicht nur eine Darstel-
lung von Gpg,, sondern auch eine Darstellung der
Gruppe SU(21+1) xS;.

Wie in 3 und ¢ gezeigt, enthalten die in I'®
vorkommenden IR’s 2!*1[1];x [A]; der Gruppe
SU(21+1) xS, simtliche in I'® vorkommende
IR’s I';®) =D; x [4]; der Gruppe Gy und nur diese.

3. Das Symmetrieverhalten der Spinfunktionen

Die Interpretation des Stern-Gerlach-Versuchs ver-
langt, dal man dem Elekiron aufler den drei Raum-
koordinaten noch eine weitere, die sogen. Spin-
variable 0, zuordnen muf}. Beziiglich ¢ ergeben sich
aus dem Versuchsergebnis und den Prinzipien der
Quantenmechanik drei Folgerungen, ndmlich

(1) Die Spinvariable nimmt — in & Einheiten —
in jeder festen, sonst aber beliebigen, etwa durch z
bezeichneten Raumrichtung nur den Wert +% oder
—3% an.

(2) Der Definitionsbereich des zugehorigen selbst-
adjungierten Operators S, ist ein zweidimensionaler
Vektorraum iiber den komplexen Zahlen, der durch
die zu den Eigenwerten +3% und —3% von S, ge-
horenden Eigenfunktionen a und j aufgespannt
wird.

(3) S, besitzt keine weiteren Eigenwerte und
Eigenfunktionen.

Auf Grund dieser Folgerung zeigen die reinen
Einelektronenspinfunktionen @ und f ein génzlich
anderes Transformationsverhalten gegeniiber Dre-
hungen als die Einelektronenfunktionen W im,. Wih-
rend letztere sich beziiglich O;" nach D, transfor-
mieren, wird jede Spinfunktion 7 des durch a und
aufgespannten zweidimensionalen Spinraums nach
der IR Dy, transformiert. Analog zu den Ortsfunk-

H. KLEINDIENST

tionen liefert der zu der Elektronenkonfiguration I
gehorende 27-dim. Spinraum eine beziiglich Gy, ir-
reduzible 2’-dim. Darstellung I'®). Gleichzeitig ist
I'® auch eine Darstellung der Gruppe SU(2) xS, ,
da die Darstellung Dy, ebenfalls eine Darstellung
der Gruppe SU(2) ist. Wie bei den Ortsfunktionen
erfolgt die Zerlegung der in I'® enthaltenen IR’s

I'® =Dy x [4]x

der Gruppe Gz =03" xS, iiber die in I'® vorkom-
menden IR’s 2[1]; x [1]; der Gruppe SU(2) xS, .
Die Charakterisierung der I';® erfolgt durch den
Spin S bzw. durch die Multiplizitdt 2.5 + 1 mit

2S5+1=dim Dy (8)
und das Youngsche Tableau [1] .

4. Termbestimmung

Die Bestimmung der nach dem Pauli-Prinzip zu-
lassigen Terme wird bislang mit Hilfe des Slater-
Verfahrens 3 oder der Youngschen Tableaux ¢ durch-
gefithrt. Wahrend das Slater-Verfahren ohne grup-
pentheoretische Hilfsmittel auskommt, wird bei Be-
nutzung der Youngschen Tableaux die Zerlegung
der IR’s der unimodularen Gruppe SU (n) beziiglich
der symplektischen Gruppe Sp(n) benotigt. Das
nachstehende Verfahren kommt ohne die eben er-
wihnte Zerlegung aus und erweist sich als bedeu-
tend handlicher als das elementare, aber namentlich
fiir d” und /" Konfigurationen wegen der hohen
Entartung sehr mithsame Slater-Verfahren.

Ohne Berticksichtigung des Pauli-Prinzips ist die
Bestimmung der Terme mit Hilfe der Clebsch-Gor-
dan-Entwicklung fiir das direkte Produkt zweier IR’s
Dj und Dj’ der 03+

ix7

2

D;xDy =2, Dy
L=|j-7|

9)
sofort moglich, was die Rechtfertigung fiir die in
Abschnitt 2 gemachte Einschrankung auf dquivalente
Elektronenkonfigurationen gibt. Man hat nur die
Darstellungen I'® und I'®) jeweils mit Hilfe von
(9) beziiglich O;* auszureduzieren und erhilt die
gesuchten Terme als alle nur moglichen direkten
Produkte aus je einer IR von I'®) mit einer IR von
I'®, Diese Terme lassen sich durch den zugehéorigen
Bahndrehimpuls L und den Spin S in der bekann-
ten Weise durch 25+1L klassifizieren, ohne daf} man
von den IR’s der Permutationsgruppe S, tiberhaupt
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Gebrauch machen mufl. Nach dem Pauli-Prinzip sind
aber nicht alle sich so ergebende Terme zulassig,
sondern nur solche, deren Eigenfunktionen samtlich
antisymmetrisch beziiglich Vertauschung zweier Teil-
chen sind, kurz als antisymmetrische Terme bezeich-
net. Letzteres ist dquivalent damit, dafl das direkte
Produkt [4];x [1]; die antisymmetrische Darstel-
lung [17] von S, enthalt. Wie man zeigen kann, ist
die antisymmetrische Darstellung [1”] im direkten
Produkt [4];x [4]x zweier IR’s der S, genau dann,
und zwar genau einmal enthalten, wenn die Young-
schen Tableaux [1]; und [4]; zueinander assoziiert
sind, d. h. durch Vertauschung von Zeilen und Spal-
ten auseinander hervorgehen.

Die Bestimmung der nach dem Pauli-Prinzip zu-
lassigen antisymmetrischen Terme ist somit auf fol-
gende Probleme zuriickgefiihrt:

(1) Bestimmung der in I'® bzw. in I'® vor-
kommenden IR’s

2[(A1kx [A1x bzw. 21+1[A];x [2];,

(2) Ausreduktion der Darstellungen 2[1]; und
21+1[7]; beziiglich der Drehgruppe O;*,

(3) Auswahl der antisymmetrischen Terme.
Durch folgende Satze wird (1) gewihrleistet.

Satz 1: Esist

IS 22[1]%: X [,
wobei die Summation iiber alle IR’s der Permuta-
tionsgruppe S, erfolgt, deren Youngsche Tableaux
hochstens zwei Zeilen enthalten.

Satz 2: Esist
F® = 3 2102, [A];,

wobei die Summation iiber alle IR’s der Permuta-
tionsgruppe S, erfolgt.

Auf Grund von Satz 1 sind in I'® nur IR’s der
S, vom Typ [4;45] mit 4, =2, =20 und A, +2,=r
enthalten.

Nach dem Pauli-Prinzip ergibt sich damit, dafl
von den in I'® vorkommenden [1]; nur solche be-
riicksichtigt zu werden brauchen, die hochstens zwei
Spalten haben, da namlich [2% 1%-%] die zu [, 5]
assoziierte Darstellung von S; ist.

Das noch ausstehende Problem (2) ist somit auf
die Ausreduktion — beziiglich der 03" —

(a) der Spindarstellung 2[1; 4,],

(b) der Ortsdarstellung 2%+1[2% 1%-%]
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zuriickgefiihrt, oder anders ausgedriickt, auf die Be-
stimmung des Spins S aus 2[1; 4,] und des Bahn-
drehimpulses L aus 2¢+1[2% 14-4],

Die Losung von (a) lautet 7:

Satz 3: Fir die Zerlegung der IR 2[4; 4,] von
SU(2) in IR’s von O5* gilt

2[4 4] =Dugsy -2 -
Nach (8) folgt damit fiir den Spin S, dafl
S=1 (h— 1)

ist. Anschaulich kann das Ergebnis sofort aus der
einzig moglichen Verteilung der Spins der r =4, + 4,
Elektronen auf die r Zellen des Youngschen Tableau
[4; 25] erhalten werden; z. B. liefert [42] den Spin
S =1, wie man der Abbildung

(R
v

direkt entnimmt. Aus r=2; + 1, und S=3%(1; —1,)
folgt

(10)

A=3r+S, lo=3%r—8,
und damit ist das zu [4;4,] =[3r+S, $r—S] as-
soziierte Youngsche Tableau
[2% 14-%] = [287-5,125] ,

Die Losung von (b) ist schwieriger und erfolgte bis-
lang tiber die eingangs erwahnten IR’s der symplek-
tischen Gruppe Sp(27+1). Das folgende Verfahren
kommt fiir [ < 3 ohne diese aus.

Mit Hilfe des Kalkiils der sogen. dufleren Pro-
dukte (Symbol &) laBt sich jede IR von SU(n),
n=21+1, vom Typ *[2719] mit p=1,2p+¢q=r,
in duBlere Produkte aus antisymmetrischen Darstel-
lungen in der folgenden Weise zerlegen:

"[2717] ="[1#+9] ®*[17] —*[1P+?+1] @"[1#-1].
(11)
So gilt z. B. fiir "[22 12]

: E®B .

Auf Grund von (11) ist die Reduktion beziiglich
0,* von "[27 1] auf die von *[1%], k=1, 2, ...,
zuriickgefiihrt. Ist

*[1*¥] = > D;

(12)
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bekannt, so hat man (12) in (11) einzusetzen und
die Kronecker-Produkte D; x D; nach (9) auszuredu-
zieren. Beriicksichtigt man weiterhin die allgemein
fiir die IR’s der SU (n) geltende Relation
*Am-r]="[17], (13)

so geniigt es, wegen r < 21 +1 und [ < 3 die Zer-
legung von drei antisymmetrischen Darstellungen

der SU(21+1), nimlich

in IR’s D; der O;" zu kennen. Der folgende Satz lei-
stet letzteres.

n=2I1+1,

Satz 4: Es gilt fiir alle ganzzahligen I > 1
(1) 2l+1[| =Ty,

2l+1 -1
(2) 3: 2 Doja1s

]:
21+11
u I—1 2» .

(3) :': 3, 2 (=17 (D;xD,).

Den Beweis von (1) und (2) findet man in 8, so

dal} nur (3) zu beweisen bleibt.

Dazu wird zunichst gezeigt, daf} die Darstellun-
gen 21+1[3] und 2!*3[13] dieselben IR’s der Og*
enthalten; kurz beziiglich O;* gilt

21+3
21+1|:|:-| l*

Der Nachweis von (3) aus Satz 4 erfolgt mit Hilfe
des Slater-Verfahrens in der in ° beschriebenen
Weise. Danach bilden

(a) die

(14)

(0)
Ymymymy = VYmy Pme Wiy

aus (7) fir

my>my>my, mi=—(1+1),..., (+1)
eine Basis von 2173[13]
(b) die
(0)
1pl"1 kzka = 1/"1"1 y/vkg wk:
fir ki Zko= kg, ki=-1...,1

eine Basis von 27*1[3].

LT -
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Aus kombinatorischen Uberlegungen folgt sofort

. 21+3 .
d1m21+1l | l |:< A )zd]mzus

Die Abbildung 7 der k-Tripel auf die m-Tripel mit
(my, mo, mg) =1(ky, ko, kig) = (ky + 1, ko, k3 — 1) (15)
3 3

ist bijektiv, und wegen (15) gilt > m;= > k;,
i=1 f=r

woraus nach der in ° angegebenen Methode folgt,
daB 2+1[3] und 2!*3[13] dieselbe Zerlegung beziig-
lich der O;* besitzen.

Nach den Regeln fiir dulere Produkte gilt:

21+1m® 2[+1D: 2l+1D'_—II

21+1 I

+
21+1 i 2l+1|—i
® 2l+1D—= |+ E )

Daraus folgt
| [ 20+1 _thl-)
-\ L
® 2l+1D.

21+1

Mit (14) ergibt sich

21+3 1 | 2l+l_‘

(o Hem o

Die Auflosung dieser Rekursionsformel liefert un-

ter Beriicksichtigung von (1) und (2) aus Satz 4
L=

sowie
E _ ( 21+1D ® 21+1D‘)
die Beziehung (3).

Zusammenfasend sei die praktische Durchfithrung
der Termbestimmung einer gegebenen Elektronen-
konfiguration I (I £ 3) noch einmal skizziert und
dann an dem Beispiel d® demonstriert.

1. Reduktion des Spinraums: Die in I'®) enthal-
tenen IR’s von SU(2) sind 2[2; 2,] mit 2, = 1, = 0,
M+ls=r.

201+1

21+1
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2. Bestimmung des Spins und der Multiplizitat:
Es gilt
S= % ()'1 - 2’2) ’

25+1=dim2[4d] =4, — A, +1. (16)

3. Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips: Die zum
Spin S gehorende ,,Ortsdarstellung® ist
2l+1[2§r—$ 128] .

4. Reduktion der Ortsdarstellung beziiglich O;*:
Ausreduktion von 2/+1[227-5 125] mit Hilfe von Gl.
(11) und evtl. (13) sowie Satz 4 liefert die zu S
gehorigen Bahndrehimpulse L, d. h. die zuldssigen
Terme 25+1L.

Beispiel: d3

1. IR’svon I'®

'S =2[3] x [3] +2[21] x [21].

2. Spin und Multiplizitat

2[3]1 = S=13 (3-0) =3, Quartett
2[21] == S=13% (2—1) =%, Dublett
3. assoziierte IR’s von I'®
(a) 5= =101,
(b) S=1%=75[21],

4. Reduktion von 5[13] und 3[21] beziiglich O;*:
(a) Nach (13) und (2) aus Satz 4 gilt

5

9 1
= H:kz Doj,1=D;+Dy=P+F
5= 0

Terme: P, *F.
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(b) Nach (11) und (13) gilt

BP-Heo - Beo

_B_

Aus (2) Satz 4 ergibt sich nach (9)

1 \ 1
j:< ZD2k+1) XDy— 2 Dagyy
Ao i=o

= (Dy+D3) xDy;—D; —Dy
=D3+Dy+D; +D;5+Dy
+D;+Dy+D;—D;—-Dg
=D;+Dy+D3+2D,+Dy,
Terme: 2H, 2G, 2F, a2D, b2D, 2P.

||

Zur weiteren Veranschaulichung dient das in Abb. 1
dargestellte Diagramm. Da die Gruppentheorie nur
Anzahl und Typ, nicht aber die Reihenfolge der
Terme auf der Energieskala liefert, wurde diese der
Slaterschen Theorie entnommen.

b2D
’F
a’D
2H
2p
26

2r211x 51211

“p
4

2r3gx3r’y
(40)

(28)

Die in runden Klammern angegebene Entartung
der Terme ergibt sich als Dimension der entspre-
chenden IR’s und kann nach (3) und aus den fol-
genden Formeln berechnet werden.

dim = (2(““’),

T

(17)

dim2[2 4] =4, —Ap+1, (18)

21+2)<2z+2)}1—7@2+17
141 is 20+2
(19)

(17) findet man z. B. in 19, (18) ist identisch mit
(16), und (19) laBt sich unschwer aus Formel (10)
bis (25) in ! herleiten.

dim2l+1[21, 11,—1,] - (



